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1 はじめに

数理物理学者の Penroseは、一般相対論における Penrose図や、不可能図
形として有名な Penrose三角形、さらには長らく自然界に存在しないと思わ
れていた五回対称性を備えた Penroseタイルなど、さまざまな発見とともに
数多くの技法を編み出した。それらに共通する重要な特徴は、図式や絵など

により直感的な理解に訴えてくるところであり、イメージ力の素晴らしさを

物語っている。また、彼は複雑な計算を行う際に、独自の絵記号を用い、そ

れらは堅苦しい計算という次元を超えてまるでアートのようであり、見てい

るだけでも実に楽しそうである。しかし、観て鑑賞するだけではなく、でき

ればその表現法を学び、使いこなせるようになれば、計算が楽しくなるばか

りではなく、その式の表す内容に対する理解もより深まるはずである。

ここに、今回取り上げる表現法を用いた一例を挙げる。

βα

ρ σ

− 3

βα

ρ σ

=

βα

ρ σ

(1a)

これはただの抽象画か、もしくは何かの暗号のようにも見えるが、よく見る

と等号などが含まれているので、数式を表しているらしいことはおおよそ見

当が付く。実は、これは次のテンソル方程式を表現している。

Dαγ
ρτ Aβ

γσ − 3Dγβ
γσAα

τρ = δα
σ xβyρyτ (1b)

ここで、テンソルを以下のような図式に置き換えている。

Dαβ
ρσ ∼

βα

ρ σ

, Aα
ρσ ∼

βα

ρ σ

, δα
ρ ∼

βα

ρ σ

, xα ∼
βα

ρ σ

, yρ ∼
βα

ρ σ

(2)

それぞれのテンソルをいろいろな形の箱（箱の中に記号を書き入れること

もある）に対応させ、上付きの添え字は箱から上に出た端子、下付き添え字

は箱から下に出た端子で表す。そして、同じ添え字について和を取って縮約

するときには、端子同士を線でつなぐことにする。こうすることにより、ど

の添え字とどの添え字で和を取るのか一目瞭然であり、ダミーの添え字を省

くこともできて便利である。ただし、まだこれだけでは、ただ単に式を記号

に書き換えただけなので、さらにテンソル計算との対応関係を組み込み、あ

るルールに基づいた図式の変形による計算を行えるようにする。このような

表記法を、抽象テンソル図式と呼ぶことがある。

この図式による表現は、今挙げた例のように、添え字のたくさん付いた計

算で特に威力を発揮する。今回はその中でも、スピノール量についてのやっ

かいな計算を図式的に行い、量子力学における角運動量の表現を与えるスピ

ンネットワークを紹介する。
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2 スピンネットワークの基礎付け

この章では、スピンネットワークの基礎となるバイノール計算と呼ばれる

図式手法について詳しく調べ、さまざまな関係式や公式を導出する。バイノー

ルは、数学的には SU(2)（より一般には SL(2,C)）の表現を与えることが知
られている。そこで、まずは２×２行列と図式との対応関係を考えることか

ら出発する。

2.1 バイノールの発見

まずは、２×２行列（２階のテンソル）と図式とを対応付ける方法を、発

見的な観点から探ることにする。そこで、最も基本的であると思われる単位

行列を表すことから始める。２次元の Kronecker δを成分表示すると、

(
δB
A

)
=

(
1 0
0 1

)
(3a)

ここで、添え字のＡ、Ｂはそれぞれ０または１の値を取るものとすると、δ0
0 =

δ1
1 = 1, δ0

1 = δ1
0 = 0となる。（以下、大文字のアルファベットで表される添字

は、全て０か１の値をとることにする。）この δをなるべく単純な図式で表そ

うとすると、１本の縦に伸びる線の上と下に１つずつ添え字を付けて表現で

きる。　　

　　　 A

B

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

δB
A   ∼

　　 (3b)

すると、たとえば次のような値をとることになる。

　　

　　　

A

B

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

δB
A   ∼

　　 (3c)

これで上下に１つずつ添え字の付いた縦方向に伸びる線を定義したので、

次に添え字が両方上付き、または両方下付きであるような曲がった線を導入

するのが自然である。それをどんな量と対応付けるかについてはさまざまな

選択肢があるが、ここでは完全反対称行列 ϵと対応付ける。

(ϵAB) =
(
ϵAB

)
=

(
0 1
−1 0

)
(4a)

に対して、　　

　　　

A

B

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

δB
A   ∼

　　 (4b)
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という表現を与えてみることにする。

さらに、テンソルの言葉で言うところの、上付きと下付きに同じ添え字が

現れたときに、その添え字について和を取って縮約することを、線の表現で

は同じ添え字をつなげることによって表す。すなわち、和の規約を、線をつ

なげるという単純な操作で簡略化することにすると、ここまでの定義を用い

て、次のような図式による計算を行うことができる。

　　

　　　

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

A

C

C B A B

δC
AεCB   ∼ =

A

B

D EC

A

B

=        −

A B C D A B

=     −

∼     εAB

　　 (5)

つまり、曲がった線は、縦に伸びる線の添え字を１つ下げたものと解釈する

ことができて、このことは、δC
AϵCB = ϵAB という恒等式とこの表現が上手く

整合していることを意味する。

しかし、ここまでのところは上手く行っているが、いろいろ試しているう

ちにいくつか不便な性質が現れてしまうことが分かる。その１つ目としては、

次の恒等式を表現しようとするときに起こる。

δC
AϵCDϵDEδB

E = ϵADϵDB = −δB
A (6a)

これを線による表現に置き換えると、　　

　　　

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

A

C

C B A B

∼     εABδC
AεCB    ∼ =

A

B

D EC

A

B

=        −

　　 (6b)

また、これとは別の恒等式についても、

ϵADϵBCϵCD = ϵAD(−δD
B ) = −ϵAB (7a)

この式に対応するものは、　　

　　　

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

A

C

C B A B

∼     εABδC
AεCB    ∼ =

A

B

D EC

A

B

=        −

A B C D A B

=     −

　　 (7b)

これらから分かることは、線の曲がり方を変化させると、負符合が付く場合

があるということである。このことは、平面上に乗ったしなやかなひもを変

形させた場合に期待されるような直感的な結果に反するので、計算を行う際

に不便である。そこで、この不都合を解消する方法を考える。

5



まず、余計な負符合の由来について調べると、ϵABϵBC = −δC
B というよう

に、２つの ϵに対して添え字を１つ縮約すると、δではなく、−δになるとい

う性質による。これは、上に凸な曲線と下に凸な曲線を結ぶ場合、上下への

曲がりをキャンセルしてまっすぐに伸ばそうとすると、負符合が付くことを

表す。

この負符合の解釈の仕方の一つとしてまず考えられるのは、曲線の極大点

だけ（または極小点だけ）に負符合を割り当てる方法である。この解釈を用

いて上の不都合を見直すと、上の例では、極大点が１個から０個へと減り、

下の例では、極大点が２個から１個へと減っているので、どちらもその差は

極大１つ分、すなわち負符合１つ分の因子が掛かることになる。

歴史的には先に導入されたこの考え方によって、この負符合に説明は付く

が、図式を描く際に極大（または極小）の数をいちいち気にして符合を付け

なければならないのは厄介である。また、極大と極小のどちらかだけを特別

扱いせざるを得ない。そこで、この非対称を解消するために、よりエレガン

トな改善手法が求められる。そのためには、曲線を延ばしたり、またはその

逆の操作をするときには、必ず極大と極小が対で消滅したり生成されること

に着目すればよい。つまり、極大・極小それぞれに虚数単位 iを割り振れば、

２つ合わされば、負符合を生じさせることができる。そこで、ϵと曲線との

対応を見直すことにして、

ϵAB → ϵ̃AB = iϵAB , ϵAB → ϵ̃AB = iϵAB (8a)

すなわち、再定義された対応関係は、　　

　　　

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

A

D

B

C

C A B

DC= =     −
A BD

δD
AδB

C  ∼      −

A C

B D

A B

A B
=   iεABiεAB  =  −2=

∼ ∼

　　 (8b)

このようにすれば、ϵ̃のペアが現れると、それぞれから１つずつ iが出て来

て、i2 = −1により負符合が出現する。
これで上の２つの問題は解決したが、実は別にもう一つ問題があることが

すぐに分かる。それは、次の関係を表示しようとするときに現れる。

δD
A δC

B ϵ̃CD = δD
A ϵ̃BD = −ϵ̃AB (9a)

これを曲線をつないで表そうとすると、　　

　　　

1

0

=     0 ,
1

1

=     1

εAB     ∼
A B

, εAB     ∼
BA

∼ ∼

A

D

B

C

C A B

DC= =     −
A BD 　　 (9b)

ここに、先程とは異なる新たな負符合が現れており、ひもの変形との類推か

ら期待されるものと違うため、直感的に理解しにくい。そこで、この問題を
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解消する方策を考えなければならない。この図式において今までにない状況

が起こっているとすれば、線の交差の有無が挙げられ、その他に取り立てて

特別なことは起こっていないので、交差が問題を引き起こしていると考えざ

るを得ない。そうと分かれば簡単で、交差が起こったら負符合を付けるとい

う規則を新たに設ければ、全て問題は解決する。

以上で、基本的な対応規則が出揃った。最初の定義からいくつかの変更点

や付け足しもあったことなので、ここでルールをまとめておく。

δB
A ∼

0

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

B

B
A , ,= = =

A

A A

B

B B

A B

B D

A C CA

B D

=      0

B D

CA

+ +

A

B B D

A B

A B

A C

(10a)

iϵAB ∼

0

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

B

B
A , ,= = =

A

A A

B

B B

A B

B D

A C CA

B D

=      0

B D

CA

+ +

A

B B D

A C

A B

A B

, iϵAB ∼
0

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

B

B
A , ,= = =

A

A A

B

B B

A B

B D

A C CA

B D

=      0

B D

CA

+ +

A

B B D

A C

A B

A B
(10b)

δD
A δB

C ∼ −

0

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

B

B
A , ,= = =

A

A A

B

B B

A B

B D

A C CA

B D

=      0

B D

CA

+ +

A

B B D

A C

A B

A B

(10c)

この３つの対応ルールを導入すれば、しなやかなひもを連続的に変形させ

たときに得られる関係から結果を類推できるようになる。また、数学の言葉

を使うならば、トポロジー的な変形によって互いに移り合う図式が同値となっ

ている。そのことを表したのが、以下の３つの関係である。　　

　　　

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

B

B
A , ,= = =

A

A A

B

B B

A B 　　 (11)

この表現をバイノール（binor）と呼ぶ。中央、および右の関係が成り立つこ
とは、後で直接計算によって確かめる。これらにさらに他の関係を付け加え、

より一般化したものは、結び目理論において、Reidemeister移動と呼ばれる
基本的な３つの変形として知られている。また、これらの変形を用いるとき

には、線の端が上を向いているか下を向いているかが本質的であり、それに

よってテンソルの添え字が上付きか下付きかを区別するので、線の端の相対

的な上下の位置関係は関係ないことを注意しておく。

この節の最後に補足として、ここではやや天下り的に δと ϵを図式と対応

させることでバイノールを導入したが、これは、SU(2)（または SL(2,C)）
変換で不変なテンソルがこの２つだけであるという数学的事実に基づく。ま

た、曲がった線で添え字の上げ下げができるという性質は、スピノールの添

え字の上げ下げを行う ϵの役割なので、曲がった線を ϵに対応付けた。
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2.2 バイノール計算の基礎

ではこれから、定義から直ちに導かれるいくつかの重要な関係式を導いて

おく。その一番目は、１本の線が閉じてループになっている場合である。この

輪っかを計算するためには、適当な位置に添え字を付加して区切り、δや ϵの

組み合わせとして表現すればよい。その分割の仕方は一意的ではないが、こ

こでは上半分と下半分に区切って、２つの ϵにわける方法で計算してみると、

　　

　　　

iεAB     ∼
A B

, iεAB     ∼
BA

A

D

B

C

C A B

DC= =     −
A BD

δD
AδB

C  ∼      −

A C

B D

A B

A B
=   iεABiεAB  =  −2=

　　 (12)

つまり、１本線のループは、－２という単なる数字になる。

ここで注目すべきなのは、この値が負の値であるという点である。通常は、

Kronecher δ のトレースを取ると、その次元ｎが出てくる。バイノール表現

では、トレースを取る、つまり上付き添え字と下付き添え字を揃えて和を取

ることは、それらを曲線で結ぶことで得られる。そのとき、δに対応する縦に

伸びる線の上下を結ぼうとすると、必ず ϵが最低２つは必要になるため、そ

こで負符合が生じて－２という値になる。よって、形式的には、バイノール

は負の次元を持ったテンソルと考えることもできる。

また、添え字を一つ残らずつないでできる閉じたループが単なる数字にな

るという性質は、一般的にも成り立つ。それは、テンソルの言葉に戻して考

えると、全ての添え字について縮約を取るとただのスカラーになることに対

応する。

次に、交差が現れるときに、とても興味深い関係式が得られることを調べ

る。それは、ϵと δの間に成り立つ恒等式から導かれる。

ϵACϵBD = δB
AδD

C − δD
A δB

C (13a)

これをバイノール表示すると、　　

　　　

B D

A C CA

B D

=      0

B D

CA

+ +

　　 (13b)

この関係式をバイノール恒等式と呼び、結び目理論における Skein関係式と
呼ばれるものの特別な場合に対応する。この関係は、上で出てきた１本ルー

プの値－２とともに、バイノール計算のいたるところで必要となり、とても

大切な関係式である。その使い方を見るため、具体例を計算してみる。

例として、バイノールの基本的性質の中央の関係を、直接計算によって確
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かめることにする。交差をバイノール恒等式によって解消すると、　　

　　　

= − −

= = =     -2

= − −   (-2)

= 　　 (14)

ただし、２番目の等号において、１本線のループの値－２を代入した。これ

により、自己交差する曲線は、その交差を解消することができる。この結果

を用いると、ただちに次の関係が成り立つことが分かる。　　

　　　

= − −

= = =

= − −   (-2)

=

− 2
　　 (15)

つまり、１本の線が閉じてループになっている場合、自己交差の仕方や回数

に依らず、必ずその値は－２になることが示される。

さて、表記を簡単にするため、もう少し記法を導入することにする。ｎ個

の Kronecher δのテンソル積に対応するｎ本の線をまとめて、線の横に本数

をラベル付けして表す。　　

　　　

…=
n

n

　　 (16)

さらに、このままでは添え字の順番を気にしなければならないので、全て

の添え字の並べ替えについての和を取る、つまり、添え字について完全対称

化したものを、線に箱を付けて表すことにする。

n

n n

=

a b c a cb a+b+c

= =

n 1

=
n

x

x=
n n

1

=
1
n!

∑
σ∈Sn

δA1
Bσ(1)

· · · δAn

Bσ(n)
(17)

ここで、和は添え字に対する全ての置換について取る。この操作は、ｎ本の線

を束にして、上付き添え字と下付き添え字の全ての並べ方について和を取っ

ていることになる。たとえば、n = 2の場合、　　

　　　

2

2

1
= −

=
2

1
+

　　 (18)
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また、n = 3の場合、　　

　　　

3

3!

1
= −

=
2

1
+

3

=
3!

1
− − + + −

=
1

3!
6 ++ +4 4 + 2 +2

　　 (19)

それぞれ、２番目の等号では、バイノール恒等式により、交差の解消を行っ

た。n = 3の場合は、交差が９個あるので各々展開して、変形して同じにな
るものをまとめて整理すると、５種類の互いに移り合えない図式の和として

まとめられる。

これらの例を見れば分かるように、交差１つに対して（－１）の因子が付

くので、結局、バイノール表示においては、添え字の対称化は、反対称化と

して表現されることになる。その反対に、添え字についての反対称化を行う

と、バイノールにおいては対称化として現れることになるが、こちらの操作

は以後用いることがないので導入はしない。

2.3 ｎ本線のループ

ｎ本の線を束ねて反対称化することができるようになったところで、これ

により新しいループを考えることができる。それは、ｎ本の線を束ねてから、

その上下をつないで得られるループである。n = 1の場合は、１本の線を反
対称化してもそのままなので、その上下をつないでできるものは、ただの１

本線のループであり、その値は上で求めた通り－２である。そこで、n ≥ 2
の場合を計算してみることにする。

まずは、n = 2のときを考える。２本線の反対称化はすでに計算してある
ので、その上下をつなぐだけでよい。すると、円形または８の字型の１本線

のループの組み合わせに帰着することが分かるので、１本線ループのそれぞ

れに（－２）の値を代入する。　　

　　　

= =
1 1

2

3 =
1 2

=
1 2

= 3!
1

− − + + −

2

=
2!
3!

2
3!-2!

3!
1−

= 3
1 (-2) = − × =3

2− 3
4

3 − 4
2

11

−2
1

=       (-2)2 - (-2) = 31
2 　　 (20)

よって、２本線のループは３という値を持つことが分かった。

次に、n = 3の場合を考える。上の n = 2の場合と同様にして、１本線の
ループの組み合わせに帰着させられるのだが、ここでは、少しだけ回りくど

10



く計算してみる。　

　　　

= = +

=  (-2)2 + (-2) = 3

1 1

2

3 =
1 2

=
1 2

= 3!
1

− − + + −

2

=
2!
3!

2
3!-2!

3!
1−

= 3
1 (-2) = − × =3

2− 3
4

3 − 4
2

11

　　

(21)
まず１行目では、３本の線を１本と２本に分け、分けた内の２本の方に余分

な反対称化を施す。ただし、すでに反対称化されている２本をさらに反対称

化しても何も起こらないので、等号で結ぶことができる。２行目では、中央

にあった３本線の反対称化を定義に基づいて展開する。そして３行目では、

左に１本線のループが独立するものとそうでないものとに分ける。それぞれ

の個数を数えると、一番左側が１本線ループになるのは 2!通り、それ以外の
残りは 3!−2!通りある。最後に、４行目では、余分な反対称化を取り除くと、
どちらの場合も、２本線のループに帰着する。ゆえに、ここに先程求めた２

本線ループの値３を代入すると、３本線ループの値は－４と求まる。

では、一般の nの場合にループの値を求めるため、上で n = 3の場合に１
本だけ線の少ないループに帰着させた方法を一般化させて、漸化式を作るこ

とを考える。先程と同様に、ｎ本線の束を１本と n− 1本とに分け、n− 1本
の方に余分な反対称化を行う。次に、真ん中のｎ本の対称化を展開したとき

に、一番左に１本線ループができるものとそうでないものとの数を数える。

そのため、反対称化装置の箱の中でどのようなつなぎ換えが起こるのかを、

箱の中を拡大した図を用いて説明する。箱の上と下からはｎ本の線が出てい

て、線が箱とつながる場所を端子と呼ぶことにする。すると、箱の上下には

それぞれｎ個の端子が並んでいることになるので、それらに対して上下それ

ぞれ左から順番に１～ｎと番号を振って区別する。また、図では省略してあ

るが、箱の外側は、上下の同じ番号の付いた端子がそれぞれ線で結ばれてい

ることに注意する。

まず、一番左に１本線のループができるのは、箱の中で上下の１番の端子

を結んだ場合で、それを図１の（ａ）に示す。このように左端を縦につなぐ

と、箱の外側では上下の１番の端子がつながっているので、左側に１本線の

ループが作られる。そこで、このような場合の数を考えると、今つないだも

のを除くと、上下にそれぞれ n − 1個の端子が残っているので、それらのつ

11



…

…

1 2 3 n-1n

1 2 n-1n3

(a) 左端を縦につなぐ場合

…1 2 3 n-1n

1 2 n-1n3

…
i

…

(b) 左端を縦につながない場合

図 1: 反対称化装置の箱の中を拡大した図

なぎ方を数えればよい。それは、単純に n− 1個の順列なので、(n− 1)!通り
である。

次に、左側に１本線のループが独立してしまわず、８の字型になる場合を

考える。これは、上の１番の端子を下の i ̸= 1となる i番目の端子と箱の中

で結んだ場合であり、これを図１の（ｂ）に示す。すなわち、上下それぞれ

の１番端子を結びさえしなければよい。よって、まず上の１番端子を結べる

下の i番端子は、2 ≤ i ≤ nを満たすので、n− 1通りの可能性がある。また、
iを固定して、上の１番端子と下の i番端子を結んでしまうと、上下に n − 1
個ずつの端子が残るので、残ったこれらのつなぎ方は、(n− 1)!通りとなる。
従って、全ての場合の数は、今出て来た２つの積 (n−1)(n−1)!となる。念の
ため確認しておくと、これは（ａ）の場合の余事象になっているはずで、確

かに、n!− (n− 1)! = (n− 1)(n− 1)!となって、全事象 n!から（ａ）の場合
の数を引いた残りに一致する。

ここまでの準備の下、ｎ本の反対称化を行う際、（ａ）は (n− 1)!、（ｂ）は
(n − 1)(n − 1)!だけ状態が現れることに注意してバイノール計算をすると、
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=
1 n-1n

=
1 n-1

= n!
1

(n-1)!
n-1

n-2

1
1

=
n
1

(-2)
n-1

− n
n-1 n-1

-(n-1)(n-1)!

= − n-1n+1
n 　　

(22)
これにより、ｎ本線のループの値に関する漸化式が求められた。ここで、ｎ

本線のループの値は今後も頻繁に現れる重要な値なので、これを∆n と表す

ことにする。

さて、この漸化式は簡単に解くことができて、

∆n = −n + 1
n

∆n−1 = (−n + 1
n

)(− n

n − 1
)∆n−2

= (−n + 1
n

)(− n

n − 1
) · · · (−4

3
)(−3

2
)∆1

= (−1)n(n + 1) (23)

ここで、最後の変形において、１本線ループの値∆1 = −2を用いた。

2.4 Temperley-Lieb代数

ｎ本のひもが互いに絡み合っているものを組みひもと呼び、それが物理的

な実在するひもであれば、それぞれのひもの始点と終点が固定されていれば、

ひもを適当に変形してそのもつれが全て解けるとは限らない。しかし、今考

えているのは、そのひもを平面上に射影したひもの影の線であり、ひもが上

で交差するか下で交差するかの違いは区別されずに同じ交差として表される。

さらに、交差はバイノール恒等式を用いれば解消することができるので、

結局、ここで考えるｎ本の線が互いに絡み合った組み“線”は、全ての交差を

解くことができる。そうして得られる交差のないｎ本線は、全ての線がまっ

すぐな 1nと、基本要素 U1, U2, · · · , Un−1 ∈ Tnの組み合わせとして表現で

きる。そこで、それらのなす構造である Temperley-Lieb代数 Tn を調べる。

ここで、Uiは、ｎ個の始点とｎ個の終点を持ち、i番目の始点が i + 1番目
の始点と、i番目の終点が i+1番目の終点とつながっている一方、k ̸= i, i+1
となる k番目の始点は k番目の終点とつながっているような線の束を表すも

のとする。ただし、線を縦方向に並べた場合、便宜的に上を始点、下を終点

13



と呼ぶものとする。具体的な形を見た方が分かりやすいので、n = 4の場合
の単位元 14 と T4 の基本要素を示す。

　　　
U1 U2 U314

(24)

次に、これらの要素の積を、１番目の図形の終点と２番目の図形の始点と

を接続することによって定義する。すると、Uiの積に関して、次の３つの性

質を満たすことが分かる。

(I) U2
i = dUi

(II) UiUi±1Ui = Ui

(III) UiUj = UjUi (|i − j| > 1)

ここで、dは１本線のループの値で、バイノールの場合、d = ∆1 = −2とな
る。これらがなす代数を Temperley-Lieb代数と呼ぶ。

Uiの積の性質を、T4の場合に確かめる。３つの基本要素 U1, U2, U3 ∈ T4

に対して、これらの間の関係を調べると、

= = =, ,

U1U1U2U1 = U2U3U2 = U2

,
= =

,

U1
2 = dU1 U2

2 = dU2 U3
2 dU3=

U3U1=U1U3

=

(25)

積を計算するため複数の図式をそのまま上下に接続すると、もともとの図

式と高さが異なってしまい、比較しづらいので、高さが同じになるように上

下に縮小して調節してある。ここではトポロジー的な変形が許されるので、
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そもそも長さという概念が意味をなさないので、伸縮は関係がないことに注

意する。

さてここで、やや唐突ではあるが、以下の漸化式により帰納的に導かれる

作用素 fi ∈ Tn (i = 0, 1, 2, · · · , n − 1)を定義する。{
f0 = 1n

fk+1 = fk − µk+1fkUk+1fk

(26)

ここに、µk = − k
k+1 である。このように作った作用素 fi ∈ Tn は、

(a) f2
i = fi (i = 0, 1, · · · , n − 1)

(b) fiUj = Ujfi = 0 (j ≥ i)

のように、冪等性を持ち、また、j ≥ iを満たす Uj に作用するとゼロになる

など、いくつかの性質を満たすことが知られている。

しかし、重要なのは、これよりもさらに限定した、以下のような性質を満

たす f ∈ Tn が唯一存在することである！

(i) f2 = f

(ii) fUi = Uif = 0 (i = 1, 2, · · · , n − 1)

このように、冪等であり、かつ、全ての Ui ∈ Tnに作用してゼロになる f を

射影作用素と呼ぶ。ここでは、その存在を仮定し、唯一性をまず示す。その

後で実際に f を構成してみせることで、その存在を確かめる。

gもまた (i)、(ii)を満たすとする。g ∈ Tnより、gは基本要素1n, U1, U2, · · · , Un−1

を組み合わせた積の線形和である。ところで、g2 = g であるから、gU = 0
を満たす要素の積の和 U を用いて、g = 1n + U と書ける。ここで、U の各

項には、ある iに対する Ui が少なくとも１つは含まれていることを用いた。

さらに、同様の議論により、f = 1n + U ′ と書ける。従って、

g = g + gU ′ = g(1n + U ′) = gf

= (1n + U)f = f + Uf = f (27)

従って、f の唯一性が示された。

では、f を実際に探すことにするが、その前に fnの例をまだ見ていなかっ

たので、それを漸化式を用いて導出してみる。そこで、f1 ∈ T2 を計算して

みると、

f1 = f0 − µ0f0U1f0

= 12 +
1
2
U1
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3

3!

1
= −

=
2

1
+

3

=
3!

1
− − + + −

=
1

3!
6 ++ +4 4 + 2 +2

(28)

また、f2 ∈ T3 については、

f2 = f1 − µ2f1U2f1

= 13 +
1
2
U1 +

2
3
(13 +

1
2
U1)U2(13 +

1
2
U1)

2
1+ +

3
2 + 1

2
+

2
1=

= +
2
1 +

3
2

2
1+ +

2
1 +

2
1

= +
3
2 + 2

3
+

3
1 +

3
1

(29)

ここで気付くことは、f1 ∈ T2が２本線の反対称化で、f2 ∈ T3が３本線の

反対称化の結果と一致していることである。これは偶然の一致ではなく、実

は一般の場合にも当てはまり、fn−1 ∈ Tn に対して、

fn−1 =

n

n n

=

a b c a cb a+b+c

= =

n 1

=
n

x

x=
n n

1

(30)

が成り立ち、このように構成された f のことを、Temperley-Lieb代数 Tnに

おける Jones-Wenzl projectorと呼ぶ。実際にこれが成立していることを示
すには、反対称なｎ本線の束が、f の備えるべき２つの条件を満たしている

か確かめればよい。

１つ目の条件 (i)を図式で表現すると、

　　　

n

n

n n

=

a b c a cb a+b+c

= =

(31)

これは、反対称なものを、さらに反対称化しても、反対称であることに変わ

りはないということで、ほぼ自明な関係式である。これをより一般化すると、

　　　

n

n

n n

=

a b c a cb a+b+c

= =
(32)
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を得る。これは、反対称化してあるものの一部をさらに反対称化しても変化

がない、と理解できる。

また、２つ目の条件 (ii)に対応する図式は、

　　　

1 i i+1 n

… ……

… …

= = 0

… …

…

i i+1 n1

(33)

こちらは、反対称化装置の箱の上（または下）の i番目の端子と i + 1番目
の端子を、箱の外で線で結んでいるので、これは、i番目の添え字と i + 1番
目の添え字を同じにして、縮約していることを意味する。ここで、完全反対

称テンソルにおいて、２つの添え字が同じような成分は必ずゼロになるので、

今考えている図式もゼロとなる。

これは、テンソルの言葉に翻訳せずに、バイノールの計算としても理解で

きる。余分な反対称化の箱を挿入し、それを展開すると、

　　　

…

… …

… ……

… …

= =
2
1

……

……

… …

……

−

=
2
1

… …

… …

−

… …

……

= 0

ここで、３番目の等号で、自己交差は解消できるというバイノール表現の基

本性質を用いた。この結果は、反対称化装置の箱から出た線が再び箱に戻っ

て来る場合、すなわち、Temperley-Lieb代数の用語で言い換えれば、fn−1に

Ui ∈ Tnをつなげると、それは必ずゼロになることが分かる。以上により、ｎ

本線の反対称化装置は条件 (i)、(ii)を満たすので射影作用素 f であり、かつ、

fn−1 に等しいことが分かった。

2.5 ｎ本線ループの値∆nの別導出

ここでは、以前求めたｎ本線ループの値∆nを、Temperley-Lieb代数の観
点から捉え直し、別の算出方法を考える。それは、fnを導入する際に用いた

漸化式の中で天下り的に与えた係数 µn を求めることと関係している。その

ことをこれから調べて行く。
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まず、f の唯一性により、

n

n

=

x=
n n

1

n 1
=

1n

1

∆n

∆n+1

1n

=
n 11 1

x
nn

は

n

n n

=

a b c a cb a+b+c

= =

n 1

=
n

x

x=
n n

1

に比例するはずである。そこで、
n

n

=

x=
n n

1

n 1
=

1n

1

∆n

∆n+1

1n

=
n 11 1

x
nn
のように、ある係数 xを用いて表せる。しかし、この両辺そ

れぞれの上端と下端を結ぶと、
n

n

=

a b c a cb a+b+c

= =

n 1

=
n

x

x=
n n

1

n

すなわち、∆n+1 = x∆n

である。ゆえに、x = ∆n+1
∆n

となり、

n

n

=

a b c a cb a+b+c

= =

n

x=
n n

1

n 1

∆n

∆n+1
n

=
(34)

さて、fnを定義する漸化式における係数がまだ分かっていないとして、そ

れを yと置くと、

n

n

=

n 1 1 n 11

= +

n

x=
n n

1

n 1

∆n

∆n+1
n

=

y
n 1

1 (35a)

すると、両辺に右から Un+1 を掛けると、

n

n

=

n 1 1 n 11

n

x=
n n

1

n 1

∆n

∆n+1
n

=

n 1

1

1= + y

1 1

ここで、左辺は反対称化装置から出てまた後戻りする線が存在するので、ゼ

ロである。一方、右辺に対して、上の関係式を代入すると、

n

n

=

n 11

n

x=
n n

1

n 1

∆n

∆n+1
n

=

= + y

1

0

1n

∆n

∆n+1

1

右辺第２項の下の箱は用をなさないので外せて、ゆえに、y = − ∆n

∆n+1
と求ま

る。従って、この結果を図式で表現すると、

n

n

=
n

x=
n n

1

n 1

∆n

∆n+1
n

=

1n

1

∆n

∆n+1

1n

=
n 11 1

(35b)
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これは、µn = −y とした場合の fn+1 を求める漸化式である。すなわち、

µnには、µn = − ∆n

∆n+1
という意味合いがあったことが分かる。さて、この両

辺の上端と下端をそれぞれ結ぶと、どの項も全て∆で表され、

∆n+2 = −2∆n+1 − ∆n, (∆0 = 1, ∆−1 = 0) (36)

という隣接３項間の漸化式を得る。（n = −1, 0のときの ∆の値は、便宜的
に導入した。）

この漸化式を解くことにする。特性方程式 α2 +2α+1 = (α+1)2 = 0を解
くと α = −1と重解を持つので、これを利用して、まず漸化式を変形すると、

∆n+2 + ∆n+1 = −(∆n+1 + ∆n)

= · · · = (−1)n+2(∆0 + ∆−1)

= (−1)n+2

∴ ∆n+1 + ∆n = (−1)n+1

よって、隣接２項間の漸化式∆n+1 = −∆n +(−1)n+1に落とせた。次に、こ

の両辺を (−1)n+1 で割ると、

∆n+1

(−1)n+1
=

∆n

(−1)n
+ 1 =

∆n−1

(−1)n−1
+ 2

= · · · =
∆0

(−1)0
+ n + 1

= n + 2

∴ ∆n = (−1)n(n + 1) (37)

よって、違う方法で既に求めた値と一致することが確かめられた。さらに、

µn = −y = ∆n

∆n+1
= n+1

n+2 により、先に導入した係数 µn を決定することもで

きた。

2.6 頂点

ここまでで、ｎ本の線を束ねる操作が行えるようになったので、これを組

み合わせて頂点を導入する。ｎ本の線をまとめて１本の線で表し、それにｎ

とラベル付けしたものをグラフ理論の用語を援用して、辺と呼ぶことにする。

そして、複数の辺が接続される点を頂点呼ぶ。そこで、ここでは３つの辺が

１点で集まるような３価の頂点を、内部に３つの辺を付け足し、それらの間

19



を反対称化してつないだもので定義する。

a

c c
=

b a b
j

i k

(38)

ここで、破線で囲まれた円は、頂点を拡大してその中がどのようになってい

るかを表している。新たに加わる内部の３辺それぞれの本数は、頂点を構成

する線の本数 a, b, cが過不足なく分配されるように、

a = i + j, b = j + k, c = k + i (39a)

を満たすように決定される。これを逆に解くと、一意的に内部の線の本数が

決まり、

i =
a + c − b

2
, j =

a + b − c

2
, k =

b + c − a

2
(39b)

となる。逆に言えば、この内部の線の本数 i, j, k ∈ N が存在するような

a, b, cの組み合わせの場合しか、頂点を構成できないと考えることにする。

すると、頂点の成立条件は、まず、i, j, k ≥ 0という要請により、

a + b ≥ c, b + c ≥ a, c + a ≥ b (40)

という不等式が必要となる。また、３辺の和は a + b + c = 2(i + j + k)によ
り必ず偶数でなければならないので、合わせて２つの条件が必要である。こ

のことを、具体例で見てみる。

(a, b, c) = (3, 4, 5)の場合、

a

c c
=

b a b
j

i k

(41)

たとえば、左上から来ている３本が１本と２本に分かれて右上と下へ行って

いるが、その他にも右上と下とを結ぶ３本の線があるので、左上の本数は、右

上と下の本数の合計を超えることはない。よって、ある辺の線の本数は、他

の２辺の本数の和を超ない。また、ある辺から出発した線は、残りの２辺の

どちらかに必ず行き着くので、頂点に対して、線には入り口と出口が必ず両

方存在する。よって、３辺の線の本数の和は、線の入り口と出口の数を全て

足し合わせたものなので、必然的に偶数となる。従って、頂点の成立条件が

直感的にも理解できる。
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これらの条件は、量子力学における角運動量の合成則に現れる条件と同じ

であるため、Penroseはこの図式をスピンネットワークと名付けた。スピンと
の関連は後の章で詳しく調べることにする。これ以後、図式に頂点が現れた

ときには、このような内部構造が備わっているものと考える。また、２本の

辺を結ぶ頂点の場合は、内部の辺のどれかが０本であると考えることによっ

て、３価の頂点と見なすことができる。一方、４本以上の辺が１点に集まる

ような４価以上の頂点については考えないことにする。４価以上の頂点は、

必ず３価の頂点に分解できるので、その点を心配する必要はない。

2.7 頂点の“ひねり”と λ移動

頂点を導入したことで可能となる基本的な変形として、“ひねり”の操作が

ある。それは、頂点をなす３辺のうちの２辺の位置を入れ替えたい場合に必

要となる。そのため、“ひねり”を加えた場合の作用を考える。ただし、実際

にひねるためには、図式の乗った２次元平面から飛び出して３次元方向への

変形を考えることになってしまうため、ひねることに相当する平面上の移動

を考えるものとする。“ひねり”を加えた後に交差を解消することもでき、こ

の変形を λ移動と呼ぶこともある。それを、以下で与える。

=  (-1)abλ ab
c =    λ ab

cc cc

a ba b ab

(42)

ここで、λab
c = (−1)

1
2{a(a−1)+b(b−1)+c(c−1)} とする。

これを示す前に、まずｎ本の線を“ひねる”とはどのような操作かを考え

る。それは、一方の端を固定して線を適当にねじり、もう片方の端の順番を

反対にすることである。すると、線同士の間に交差が生じるので、その結果

を×印をつけて表すことにする。たとえば、４本線を“ひねる”と、

=
4180° n

×

××
(43)

よって、少なくとも６個の交差ができることになる。

では、一般のｎ本の線をねじった=
4180° n

×

× において、いくつ交差が生じてい
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るかを数えることにする。

=
4180° n

n

=

1 2 i

12i

n

n

……

……
180°

n1 2

… ×

(44)

上端を固定することにして、１番左の線を１番右に持って行くときに (n− 1)
個、左から２番目の線を右から２番目に移すのに (n− 2)個、というように、
左から i番目の線を右から i番目に移動させるためには (n− i)個の交差が生
じる。よってそれらを足し合わせた全交差数X(n)は、

X(n) =
n∑

i=1

(n − i) = n2 − n(n + 1)
2

=
n(n − 1)

2
(45)

さらに、=
4180° n

×

× に反対称化装置の箱をくっつけると、添え字の順番が関係な

くなるので、ねじれた線をまっすぐに戻すことができて、交差の解消により

因子 (−1)X(n) が付いて、

=
4180° n

×

××

×
n n

=  (-1)X(n)

となる。ここまでの準備の下、頂点の“ひねり”を考える。辺 a, b, cの、そ

れぞれ頂点とは反対側の端を固定して、辺 cの方向を軸として 180°回転す
るのに相当する“ひねり”を考えると、

4180° n

180°a b

c

i

j

k

j

(-1)ab

c

a b

k i

× ×

×

３辺それぞれがねじれて×印が付くのに加え、辺 aと辺 bの交差により別の

交差が ab個生じることになる。また、頂点の内部では、iと kの位置が入れ

替わるだけで、交差は起きないことにも注意する。ここで、×印と頂点を構

成する反対称化の箱が組み合わさると係数 (−1)X(n)が出て来るので、a, b, c

22



の３辺それぞれから (−1)X(a), (−1)X(b), (−1)X(c)の因子が現れる。よって、

これらをまとめて、λab
c = (−1)X(a)+X(b)+X(c) と置く。また、辺 aと辺 bを

移動させて交差をなくすと、(−1)ab の因子が消えて、

=  (-1)abλ ab
c =    λ ab

cc cc

a ba b ab

(46)

となって、頂点に対する“ひねり”と λ移動の公式を得る。

2.8 θネット

頂点を含む最も単純な閉じた図式は、頂点が２つのグラフで、その形から

θネットと呼ばれる。

θ(a,b,c)   = c

a
b

(47)

これを、頂点を拡大して、内部の辺を露に書き直すと、６つの反対称化の

箱が現れるが、同じ辺に対して箱が２つ付いているのは１つに減らせるので、c
b
a

= =
nm

a cb

p
nb

ca

=  Net(m,n,p)

p

m

(48)
となって、３つの箱を持つ Net(m,n, p)に変形することができる。ここで、
m, n, pの本数は、それぞれの頂点の成立条件により、m = (a+b−c)/2, n =
(b + c − a)/2, p = (c + a − b)/2として与えられる。
さて、後で必要となるので、このネットワークの値を求めたい。その方法

の１つとしては、Temperley-Lieb代数の射影作用素 f に関する漸化式を用い

て、箱を展開して次数を落として行く方法である。その方法も可能ではある

が、∆n の計算のときに比べてネットワークが複雑になった分、一筋縄では

行かない。そこで、ここでは、ネットワークの値を計算する、より巧妙な手

法を導入する。それは、彩色法と呼ばれる方法である。
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2.9 彩色法

彩色法と呼ばれる手法は、線に色と呼ばれるラベル付けを行い、その色付

け方を数えることで、閉じたネットワークの値を計算するものである。

まず、ネットワークの各箱を通る線の本数の最大値以上の正の整数N を用

意し、線をN 色で色分けすることにする。そして、それぞれの箱は色の集合

を受け取り、入れ替えて伝えるものとする。箱に入った色は必ず出て来るもの

とすると、ネットワークの中には一定色のループが存在することになり、その

ループが同じ箱を２回以上通ることはないものとする。そのようなループの

配置は、各箱における入れ替えの選び方によって決定されることになる。この

ようなルールに従って、ネットワークGの許される色付けの仕方を ||G||(N)
と表すことにする。また、反対称化の箱の中のつながり方も含めたループの

配置を見るときには、反対称化装置を中抜きの箱で表すことにする。

たとえば、∆n を例にとって考えると、ループの配置としては、

…

のように、ｎ個の同心円状に選ぶことが可能であり、これ以外の方法はない。

従って、ｎ個のループがあり、それぞれのループは箱を共有しているので、

ループ毎に異なる色を与えようとすると、N(N − 1) · · · (N − n + 1)通りの
色付けが可能である。しかし、箱には n!の重複度があるのでそれで割ると、

||∆n||(N) =
N(N − 1) · · · (N − n + 1)

n!
=

(
N

n

)

ここで、N → −2とすると面白いことが起こるのでやってみると、

||∆n||(−2) =
(−2)(−2 − 1) · · · (−2 − n + 1)

n!
=

(−1)n(n + 1)!
n!

= (−1)n(n+1)

すなわち、||∆n||(−2) = ∆n が成り立つ。実はこれは一般のネットワークの

場合にも言えて、

||G||(−2) = G (49)

という関係式が成り立つ。ここで、正の整数に対して整数値を与える多項式

は、負の整数に対しても必ず整数を与えることに注意する。従って、正の整

数 N による色付け方法の場合の数を数えて、その多項式に対して N → −2
とすると、バイノール表現におけるネットワークの値を計算できることにな

る。これが、彩色法の興味深い性質である。

では、θ ネットの計算を彩色法によって行ってみることにする。まず簡単

な場合として、Net(1, 1, 1)を考えると、ループの配置としては、
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のような配置が妥当であり、どの２つのループも箱を共有しているので、

N(N − 1)(N − 2) 通りの色付けが可能である。また、各箱に対して 2! の
重複度を持つのでそれで割ると、結果として、

||Net(1, 1, 1)||(N) =
1

2!3
N(N − 1)(N − 2)

となる。この場合、

のようなループの選び方は禁止されることに注意する。なぜなら、大きな方

のループが左の箱を２回通っているので、この箱において色の繰り返しが生

じてしまうからである。

次に、Net(2, 2, 2)の場合、

(i) (ii)

２つのループ配置が存在するが、これらの外側２つのループは、左と右の箱

における入れ替えに依存していると考えれば、２本をまとめて１つのループ

と見なせるので、基本的なループは３つだけである。

以上より、Net(m, n, p)を正の整数N で色付けする方法の数は、

||Net(m,n, p)||(N) =
m!n!p!N(N − 1) · · · (N − m − n − p + 1)

(m + n)!(n + p)!(p + m)!

この式の分母はそれぞれの箱のサイズm + n, n + p, p + mに対する重複度

であり、分子のm, n. pは３つのループを構成する辺の本数で、それらの内

部の多重度を表す。そして、N(N − 1) · · · (N −m− n− p + 1)は、箱を共有
するm + n + p本の別個のループを色付けする場合の数である。
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ここで、N → −2とすると、

Net(m,n, p) =
m!n!p!(−1)m+n+p(m + n + p + 1)!

(m + n)!(n + p)!(p + m)!
(50)

ゆえに、θ(a, b, c) = Net(m,n, p)の値が計算できた。

2.10 バブル図式

この節では、パブル図式と呼ばれる図式についての関係式、

a a

b

c d

a

a=  δab

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

c
d

(51)

を導く。ただし、右辺の δは、通常の Kroneckerの δであり、バイノール表

示の線ではないことを注意しておく。

まず、a > bの場合を考えると、a− b (> 0)本の線は、上から入って、cと

dのループを何度か通って、また上に抜けて行くことになる。すると、それ

らの線は上の頂点を２回通ることになり、従って、頂点に含まれる反対称化

の箱を一度通ってから、また戻って来て、今度は先程とは反対方向に箱を通

ることになる。従って、箱に対してこのような後戻りの線があるので、ネッ

トワークの値はゼロになる。aと bを入れ替えても同様の議論が成り立つの

で、a < bの場合もゼロとなる。

よって、a = bの場合を考えると、

a a

b

c d

c
d

a

a=  δab

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

i j
k

ここで、頂点の条件により、i = (a+c−d)/2, j = (a+d−c)/2, k = (c+d−a)/2
で与えられる。これに対して、下に余分な箱を追加すると、

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

i j
k

a

c d

a

a

c d

i j
k

a

i j

= = = =
a

z z

c d = za a
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３つ目の等号で、付け加えた箱に関して後戻りの線があるとゼロとなるので、

下から入ってきた線の内、上に抜けるものだけが生き残ることを用いた。よっ

て、この図式の上と下を結ぶと、

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

i j
k

a

c d

a

a

c d

i j
k

a

i j

= = = =
a

z z

c d = za a

よって、係数は z = θ(a,c,d)
∆a

と求まったので、以上をまとめると、

a

b

c d

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

a

∆a

=   δab

θ(a,c,d)

(52)

特別な場合として、c = 2, a = b = dのときを計算しておくと、

θ(a, 2, a) = Net(1, 1, a − 1) =
1!1!(a − 1)!(−1)a+1(a + 2)!

2!a!a!

=
(−1)a+1(a + 2)(a + 1)

2a
∆a = (−1)a(a + 1)

より、

z =
θ(a, 2, a)

∆a
= −a + 2

2a

従って、
a

a

2 a =

d

a

c

a

=

a

a

i j
kc d

i j
=

aa+2
2a

(53)

を得る。この結果は、後で使うことになる。

3 角運動量の表現

数学的には、ラベル付けされた辺と３価の頂点だけからなるグラフに対し

て、バイノールとの対応付けを行い、頂点の成立条件を課したものをスピン

ネットワークと呼び、物理的にはスピンの相互作用を表す図式として解釈で

きる。この章では、量子力学における角運動量をスピンネットワークを用い

て表現し、固有値の計算を図式的に行う方法を考える。さらに、角運動量を

合成するときに現れるベクトル結合係数をネットワークとして表し、その値

を彩色法によって求める。
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3.1 |j,m⟩表現

スピンネットワークは、基本的には２つの値を取る添え字の付いた線から

構成されているので、２準位系を表すのに用いることが可能なので、直感的

には、非相対論的な量子力学の角運動量を合成したり分離する操作を表現で

きると期待される。それは数学的にも、バイノール表現における反対称化装

置が、SU(2)におけるYoung対称化作用素に対応し、それに図式的な方法を
与えていることによって裏付けられる。そこで、角運動量をその大きさ j と

第３成分mによって分類する |j, m >表現を、スピンネットワークによって

構成することを試みる。

まずは、スピン 1
2 におけるアップとダウンの２状態を以下のように対応付

ける。 ∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
= uA ∼

A

B

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

1

A

,

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
= dA ∼

A

B

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

1

A

A

0

(54)

ここで、uはアップ状態の表し、添え字Aは１の値しか取らない。同様に、d

はダウンの状態を表し、添え字 Aは０の値しか取らないことを意味する。す

ると、各状態の内積は同じ添え字をつなぐことで計算できて、⟨
1
2
,
1
2

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
= uAuA ∼

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

1

A

0

A

1 1

1

= = 1 ,⟨
1
2
,−1

2

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
= dAdA ∼

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

0

A

0

A

0 0

0

= = 1 ,⟨
1
2
,
1
2

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
= uAdA ∼

1

0

=      0 ,
1

1

=     1

εAB    ∼
A B

, εAB    ∼
BA

A

1

A

0

A

0 0

1

= = 0 (55)

よって、規格直交性を表せていることが確かめられる。

次に、このスピン 1
2 を組み合わせて、任意の角運動量状態を作りたい。そ

のような、より高次元の表現は、

|j, m⟩ = Nrsu
(AuB · · ·uLdMdN · · · dP ) (56)

のように、r個のアップと s個のダウンを全て対称化した積で表せる。ここ

で、r = j+m
2 , s = j−m

2 と定義し、規格化定数はNrs = (r!s!(r + s)!)−
1
2 であ

る。アップ状態 uに ∧、ダウン状態 dに ∨という記号を付けて区別すること
にして、これをバイノールで表現することにすると、対称化が反対称化とし

て表されることに注意して、

… …

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s (57)
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r本と s本の線を束にして反対称化装置の箱を付けたものは、頂点として

も表せる。よって、角運動量の状態をスピンネットワークで表すことができ

たので、これに作用する演算子も図式で表現することにする。

角運動量状態は全て、スピン 1
2 状態の合成として表されているので、まず、

基本となるスピン 1
2 から考える。スピン演算子 Ŝi は、

Ŝi =
~
2
σ̂i (i = 1, 2, 3) (58)

と表される。ここで、σi は以下の Pauli行列である。

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(59)

最初に、σ3 の作用から考えると、

σ3

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
=

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
, σ3

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
= −

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
(60a)

これを図式的に表現すると、

… …

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s

∧ ∧

σ3

σ3 =
∨ ∨

σ3

∨ ∨
,= =   −

(60b)

よって、σ3が作用すると、固有値に対応して符合が付くだけで、状態は変わら

ないという性質がある。固有ケットに作用しているので、当然の結果である。

また、他の Pauli行列についても、アップとダウン状態への作用を計算す
ると、

σ1

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
=

(
0 1
1 0

)(
1
0

)
=

(
0
1

)
=

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
,

σ1

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
=

(
0 1
1 0

)(
0
1

)
=

(
1
0

)
=

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
,

σ2

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
=

(
0 −i

i 0

)(
1
0

)
= i

(
0
1

)
= i

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
,

σ2

∣∣∣∣12 ,−1
2

⟩
=

(
0 −i

i 0

)(
0
1

)
= −i

(
1
0

)
= −i

∣∣∣∣12 ,
1
2

⟩
(61a)
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よって、これらも図式で表すと、

∧ ∨

σ1 σ2

∧ ∨
=

σ1

∨ ∧

σ2

∨
=  −

∧
=

=

i

i

,

σ i 0=

(61b)

これを見ると分かるように、σ1 と σ2 は、アップとダウンを入れ替える働き

をし、いわばスピンを“引っくり返す”操作をする。さらに、σ2に関しては、

状態を交換した上で、iまたは −iという因子が付く。

また、Pauli行列は全てトレースレスなので、

∧ ∨

σ1 σ2

∨ ∧
=

σ1

∧ ∨

σ2

∨
=  −

∧
=

=

i

i

,

σ i 0= (i = 1, 2, 3) (62)

であることに注意すると、以下のような関係式を得る。

σ3

∧

2
= σ3 = σ3

∧ ∧

=
∧

σ3 +
1
2

∧

σ3

1

1

=

∧

ダウン状態に対しても同様の計算ができるので、

σ3 σ2

σ3 σ2

σ i 0=

∧

2

∨

2

2

∧
=

∨
i

∨

2
= −

∧
i

∧

∨

=

=   −
(63)
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また、他の全ての Pauli行列に対しても同様な関係が成り立つ。それらを
まとめると、

∨

σ1 σ2

σ1

∧

σ2,

σ i 0=

=
∧

2

∨
=

2

2

∧
=

∨
i

∨

2
= −

∧
i

(64)

すなわち、スピン演算子の作用は、この図のように、２本線の“手”を伸ば

して、アップまたはダウン状態を表す線を“つかみ取る”操作によって記述

されることが分かる。

では次に、この結果を拡張して、角運動量演算子が状態 |j, m⟩に対してど
のように作用をするか考える。角運動量演算子は、

Ĵ3 =
~
2

2j+1∑
i=1

1 ⊗ · · · ⊗ (σ3)i ⊗ · · · ⊗ 1 (65)

ここで、2j+1個の1の直積の i番目をPuli行列に置き換え、和は1 ≤ i ≤ 2j+1
について取る。このように σ3から構成できるので、基本的には、j = 1/2の
場合をそのまま拡張して考えることができる。ただし、違いとしては、先程

のスピン 1
2 では、演算子から伸びた“手”が“つかみ取る”ことのできる相

手の線は１本だけだったのが、一般の j になると、線の本数が増えることに

なる。その場合には、それぞれの線を“つかんだ”ものの足し合わせと考え

られる。それを図式で表すとどうなるか調べる。

まず線が２本の場合には、どちらを“つかみ取る”か２通りの選択がある

が、右側の線を選んだとすると、

= + + +

= = =

2

2 2 2

2

2

2

２つの交差を解消すると、全部で４つ項が出て来るが、第２、３、４項目は

反対称化の箱から出てＵターンして同じ箱に戻る線を含むので全てゼロであ

る。よって、第１項目のみ生き残り、これは“つかむ”ときに左側の線を選
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んだ場合と同じ結果になる。さらに、一度頂点を箱で表し、箱をまとめ直す

と、１つの頂点のみの形になる。よって、これらを足し合わせると、

= + + +

= = =

2

2 2 2

2

2

2

2
+

2

2

2

2

2

2 2

2

2
= 2

(66)

となる。ここで、２本線の“手”が他の線と交差しても、交差の数は必ず偶

数なので、全体に掛かる符合は気にしなくてよい。

今示した２本線の場合と同じことが一般にも言えて、ｎ本ある中のどの線

を“つかみ取って”も、ｎ本線に２本線の“手”が伸びて来て“つかみ取り”、

そこに新たに頂点を作った図式と等しくなる。よって、演算子から伸びてき

た“手”のｎ本線への作用は、

= + + +2

2

2

2
+

2

2

2

2

2

2 2

2

2
= 2

2
+ + +… =

2 n

n

n n n

…
…

…
2 2

n
…

(67)
つまり、単純に３辺が (n, n, 2)の頂点を新しく作ったものに、ｎという因子
を掛ければよいことになる。

ここまでの準備により、演算子 Ĵ3が状態 |j, m⟩に及ぼす作用を計算するこ
とができて、

Ĵ3 |j, m⟩ ∼ ~
2

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ3
2

∧ ∨

r + s
r s

=
~
2
r

∧ ∨

2 r
r + s

s σ3σ3
+

~
2
s

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

= ~
r − s

2
∧ ∨

r + s
r s ∼ ~m |j, m⟩ (68)

となって確かに、状態 |j, m⟩が Ĵ3の固有状態であり、その固有値が ~mであ

るという結果を導いた。

次に、昇降演算子 Ĵ± = Ĵ1 ± iĴ2 を導入して、これらの作用を考える。ま
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ず、上昇演算子 Ĵ+ を状態に作用させると、

Ĵ+ |j, m⟩ ∼ ~
2

(
∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ1
2 + i

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ2
2

)
∧ ∨

r + s
r s

=
~
2

r

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ1

σ2
2+ s

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ1


+i

~
2

r

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ2

σ2
2+ s

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ2


=

~
2

r

∧ ∨

r + s
s + 1r - 1 + s

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1

 + i
~
2

ir

∧ ∨

r + s
s + 1r - 1 − is

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1


= ~s

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1 (69)

よって、因子 ~sを出し、アップ状態を１つ増やし、ダウン状態を１つ減らし

た状態となる。この結果に引き続き下降演算子 Ĵ− を作用させると、

Ĵ−Ĵ+ |j, m⟩ ∼ ~
2

(
∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ1
2 − i

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ2
2

)
~s

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1

=
~2

2
s

(r + 1)
∧ ∨

2

r + s

σ1
σ3

2

r + 1 s - 1
+ (s − 1)

∧ ∨

2

r + s

σ1
s - 1r + 1


−i

(r + 1)
∧ ∨

2

r + s

σ2
σ3

2

r + 1 s - 1
+ (s − 1)

∧ ∨

2

r + s

σ2
s - 1r + 1




=
~2

2
s

(r + 1)
∧ ∨

r + s
r s + (s − 1)

∧ ∨

r + s
s - 2r + 2


−i

i(r + 1)
∧ ∨

r + s
r s + (−i)(s − 1)

∧ ∨

r + s
s - 2r + 2




= ~2s(r + 1)
∧ ∨

r + s
r s ∼ ~2s(r + 1) |j, m⟩ (70)

∴ Ĵ−Ĵ+|j,m⟩ = ~2s(r + 1)|j,m⟩ (71)

この両辺それぞれに対して、⟨j,m|と内積を取ると、Ĵ−が Ĵ+のエルミー

ト共役であることより、

|Ĵ+|j, m⟩|2 = ~2s(r + 1)
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従って、次のような規格化定数を選べばよいことが分かる。

Ĵ+|j, m⟩ = ~
√

s(r + 1)|j, m⟩ = ~
√

(j − m)(j + m + 1)|j,m⟩ (72)

ここで、線の本数を数えてみると、0 ≤ r, s ≤ r + s = 2j という関係が成り

立つことに気付く。これを j, mに直して考えてみると、0 ≤ j ±m ≤ 2j、す

なわちこれは−m ≤ j ≤ mという条件に他ならない。よって、バイノール表

示においては、この関係が自動的に満たされていることに注意しておく。

最後に、演算子 Ĵ2 = Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3 についても同じ方法で、状態への作用

を調べることができて、

Ĵ2 |j, m⟩ = (Ĵ2
1 + Ĵ2

2 + Ĵ2
3 ) |j,m⟩

∼ ~
2

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ3
2 ~

2

r

∧ ∨

r + s
s + 1r - 1 + s

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1


+

~
2

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ2
2 ~

2

ir

∧ ∨

r + s
s + 1r - 1 − is

∧ ∨

r + s
s - 1r + 1


+

~
2

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ3
2 ~

2
(r − s)

∧ ∨

r + s
r s

=
~2

4

r(r − 1)
∧ ∨

r + s
s + 2r - 2 + r(s + 1)

∧ ∨

r + s
r s + s(r + 1)

∧ ∨

r + s
r s

+s(s − 1)
∧ ∨

r + s
s - 2r + 2 − r(r − 1)

∧ ∨

r + s
s + 2r - 2 + r(s + 1)

∧ ∨

r + s
r s

+s(r + 1)
∧ ∨

r + s
r s − s(s − 1)

∧ ∨

r + s
s - 2r + 2 + (r − s)2

∧ ∨

r + s
r s


=

~2

4
(r2 + s2 + 4rs + 2r + 2s)

∧ ∨

r + s
r s

∼ ~2 r + s

2

(
r + s

2
+ 1

)
|j,m⟩ (73)

rや sが増えたり減ったりした項は全てキャンセルして、最終的に元と同じ

状態に戻る項のみが残ることになる。この結果を、j, mに書き直すと、

Ĵ2|j, m⟩ = ~2j(j + 1)|j,m⟩ (74)

という見慣れた形を再導出できた。

ところで、この演算子は Ĵ2 = ~2

4

∑3
i=1 σ̂2

i と表せるので、実はPauli行列の
ある性質を用いると、計算が楽になることが分かる。それを次の節で調べる。
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3.2 Pauli行列の性質

Pauli行列（テンソル）を２つ掛け合わせると、

3∑
i=1

σi
B
Aσi

D
C = 2

A C

B
2

D
(75)

という性質がある。これを直接成分を計算することで確かめる。各添え字は

０と１の２つの値を取るので、全部で 24 = 16成分あるため、４×４行列で
表すことにすると、

σ1
B
Aσ1

D
C =

(
0 1
1 0

)
⊗

(
0 1
1 0

)
=


0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0


同様にして、

σ2
B
Aσ2

D
C =


0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 0 0
−1 0 0 0

 , σ3
B
Aσ3

D
C =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1


よって、全部足し合わせると、

3∑
i=1

σi
B
Aσi

D
C =


1 0 0 0
0 −1 2 0
0 2 −1 0
0 0 0 1


次に、求めたい式の右辺の図式の頂点を反対称化の箱に分解して、展開すると、

A C

B
2

D

=2 2

= +

+
A AC C

D

=

−

A

A A

C

C

D

DD

B

B B

B D
C

B

すなわち、

2
A C

B
2

D
= δD

A δB
c + ϵ̃AC ϵ̃BD (76)
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となって、δの積と ϵ̃の積で表せることが分かる。この各項を計算すると、添

え字の付き方に気を付け、成分を行列で表示するときに先程の配置と統一す

ると、

δD
A δB

C =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 , ϵ̃AC ϵ̃BD =


0 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 −1 0
0 0 0 0


よって、両者を足し合わせると、

δD
A δB

C + ϵ̃AC ϵ̃BD =


1 0 0 0
0 −1 2 0
0 2 −1 0
0 0 0 1


従って、確かに σ2

i の和と一致するので、題意は示された。ここで、右の図式

に対して、左側の頂点に関して“ひねり”を加え、それから交差を解消する

λ移動を施すと、

A C

B
2

D

=
A

B

C

D =

C

D

A

B

λ 12
12

2

C

D
A

B

= 2−

と変形することができる。また、σi
B
A なども図式として表現し、２つの σを

縦に並べて描くことにすると、

3∑
i=1

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s

∧

σ i

σ3 =
∨ ∨

σ3

∨ ∨
, =   −

A

B

σ i

D

C

= −2

A C

B
2

D

=
A

B

C

D =

C

D

A

B

λ 12
12

2

C

D
A

B

= 2 (77)

さらに、スピン演算子の作用を思い出すと、σの上と下を結んでそこから

２本線の“手”を伸ばしたもので表されるのだったから、この場合、２つの

σに対して、それぞれから２本線の“手”を伸ばしてみると、

−1
2

3∑
i=1

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

2
=

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2
=

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

=

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

2

2 2
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となって、反対称化したただの２本線となる。ただし、これが作用するとき

には、“手”が伸びて線を“つかみ取って”そこに頂点を形成するときに、そ

の中に反対称化の箱も同時に作られるので、そのことを含意した上で、箱は

省略することができて、結局、

−1
2

3∑
i=1

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

2
=

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

2

2 2
(78)

すなわち、
∑

σ2の作用は、単なる２本線の両端に“手”が付いたものと考え

ることができる。このとき、２つの“手”は区別されるので、便宜的に上を

“左手”、下を“右手”と呼ぶことにする。

以上の性質を用いて、Ĵ2 の作用を再び計算すると、

Ĵ2|j,m⟩ =
~2

4

3∑
i=1

σ̂2
i |j, m⟩ ∼ −~2

2

∧ ∨

2 r
r + s

s
σ3

σ i
2

σ i

2

2

2

2

2 2

∧ ∨

r + s
r s

= −~2

2

r2
s

r + s

∧ ∨

r

r
2 + s2

r + s

∧ ∨

r

s

2

r

+ rs s
r + s

∧ ∨

r

r 2
+ rs

r + s

∧ ∨

r

2
sr

 (79)

２本の“手”が rの辺と sの辺のどれを“つかみ取る”かによって、４通りの

可能性がある。つまり、“両手”とも r、または“両手”とも sの場合と、“左

手”が rで“右手”が s、またはその反対に、“左手が”sで“右手”が rとい

う選択があり得るので、それらが、図式に現れた４つの項に対応する。ここ

で、この第１項と第２項は、バブル図式が含まれていることに気付けば、係

数を計算できる。また、第３項と第４項は、頂点を“ひねる”と同じ図式に

なって、それをさらに変形すると、

s
r + s

∧ ∨

r

r 2
+

r + s

∧ ∨

r

2
sr

= −2
r + s

∧ ∨

r

sr
2

= −2

∧ ∨

r

r + s
s - 1r - 1 11

= −2

∧ ∨

r

r + s
s - 1r - 1 11 = −2


∧ ∨

r

r + s
1r - 1 1

22
1+

s - 1
r + s

r - 1 1 1 s - 1

∨∧


= −

∧ ∨

r + s
r s (80)

よって、第３、４項も、元の状態 |j, m⟩に比例するので、まとめると、
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Ĵ2 |j, m⟩ ∼ −~2

2

r2 s
r + s

∧ ∨

r

2

r

r
2
r

+ s2

∧ ∨

r

2 ss
s

s
r + s

r
2

− rs

∧ ∨

r

2 s

r + s

r s


= −~2

2

{
r2

(
−r + 2

2r

)
+ s2

(
−s + 2

2s

)
− rs

}
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|j,m⟩ = ~2j(j + 1)|j, m⟩ (81)

ゆえに、Pauli行列の性質を用いて、Ĵ2 の作用をより簡単に求めることがで

きた。

3.3 角運動量の合成

前節では、r個のアップ状態と s個のダウン状態を組み合わせて状態 |j, m⟩
を作り上げたが、これも一種の角運動量の合成であった。しかし、より一

般の角運動量間の合成を考えるため、３つのスピンを組み合わせてゼロと

するような振幅を与える、ベクトル結合係数としての Wigner 係数（ある
いは、２つの角運動量を合成して１つの角運動量を作り上げると考えれば、

Clebsch-Gordan係数）を求めなければならない。そこでここでは、３つの状
態 |j1,m1⟩, |j2,m2⟩, |j3,m3⟩を組み合わせてゼロとするWigner係数{

j1 j2 j3

m1 m2 m3

}
(82a)

を計算するため、３つの積状態を、

… …

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s

∧ ∨

2j1

s2

2j32j2

s3

JJ

r2

s1r3

r1

(82b)
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のように表し、ϵ̃の曲線を用いてつないで反対称化し、縮約してスカラーに

しなければならない。ここで、

ji =
1
2
(ri + si), mi =

1
2
(ri − si) (i = 1, 2, 3),

J =
3∑

i=1

ji =
3∑

i=1

ri =
3∑

i=1

si,

3∑
i=1

mi = 0 (83)

という条件がある。すると、たとえば、ベクトル結合係数{
3/2 2 3/2
1/1 0 −1/2

}
(84a)

に対しては、対応する図式は、

… …

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s

∧ ∨

2j1

s2

2j32j2

s3

JJ

r2

s1r3

r1

∧∧∧∧∧ ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ (84b)

となる。これを一般化して表すと、

… …

∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∨

s s
r+sr+s

rr= =
∧ ∨ ∧ ∨

r s

s2

s3
s1r3

r1

t2

t1

r2

∧ ∨J J

t3

=   κ
J

(85a)

ここで、縮約するために線で結ぶときに、左の足がアップ状態につながった

ϵ̃AB は、必ず右の足はダウン状態とつながなければならない。また、ti の本

数は j によって、t1 = j2 + j3 − j1, t2 = j3 + j1 − j2, t3 = j1 + j2 − j3のよ

うに決定される。すると、結合係数の計算は、κを求めることに帰着し、適

当な規格化を施せばよい。さらに、左下のアップの端と右下のダウンの端を
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つなぐと、閉じたネットワークにすることができて、

=  κ
r1 r2

t3

s1

s3

t1

t2

r3s2

J
(85b)

このネットワークGの値を計算することで、結合係数 κを求めることができ

る。そこで、彩色法を用いてこの値を計算することにする。

まず、基本的なループとして、以下の６つが考えられる。

r1 s3

t2

J

s1

t2

r3

J
r1

t3

s2

J
c1 c2 c3

r2

t3

s1

J
r2 s3

t1

J

t1

r3s2

J
c4 c5 c6 (86)

それぞれのループを通る線の本数を ci (i = 1, 2, · · · , 6)とする。ここで、
c1 = kと置くと、全てのループは相互に関係しあっているので、

c2 = t2 − k, c3 = r1 − k, c4 = t3 − r1 + k,

c5 = s3 − k, c6 = t1 − s3 + k (87)

となって、残りの５つのループの本数が自動的に決まる。

さて、Net(m, n, p)に対して彩色法を用いたときと異なり、やや注意が必
要なのは、基本ループ同士で交差しているものと、自己交差しているものも

あることである。ここで、異なるループ間の交差 ρとループ同士の箱の中で

の交差 δは、必ず２つセットで現れるので、その総数は偶数である。それぞ

れの記号で、交差の数を表すことにすると、

ρ + δ = 0 (mod2) ∴ δ = ρ (mod2)
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また、異なるループ間の交差の数 ρと、ループの自己交差の数 ϵを足すと、

異なる辺 ti や ri、si の交差の数 σになるので、

ρ + ϵ = σ ∴ ρ = σ + ϵ (mod2)

ゆえに、２つの条件を合わせると、箱の中でのループ間の交差の数 δのパリ

ティが求まり、

δ = σ + ϵ (mod2) (88)

となる。辺同士の交差は、r2と s1、r3と s1、r3と s2の３か所で生じており、

それぞれの交差の数は、辺の本数の積に等しいので、

σ = r2s1 + r3s1 + r3s2 (mod2)

また、ループの自己交差は、c2, c4, c6で生じており、それぞれの交差の数は

ループの線の本数の２乗になるが、整数 ci に対して

c2
i = ci(ci − 1) + ci = ci (mod2)

が成り立つことに注意すると、

ϵ = c2
2 + c2

4 + c2
6 = c2 + c4 + c6 (mod2)

= t1 + t2 + t3 − r1 − s3 + k (mod2)

となる。ゆえに、箱の中でのループ間の交差の数 δは、

δ = r2s1 + r3s1 + r3s2 + t1 + t2 + t3 − r1 − s3 + k (mod2) (89)

となる。色付けの方法を考える際には、異なるループ同士の箱の中での交差

のみが意味を持つので、この δのパリティが重要となる。ループの線の総和

を J =
∑

j cj = t1 + t2 + t3 として、δ − J − k = qと置いておく。

ところで、N 色を６つのループに割り当てる場合の数は、

N !
c1!c2!c3!c4!c5!c6!(N − J)!

なので、結局、

||G||(N) =
∏3

i=1(ri!si!ti!)∏4
j=1 bj !

∑
k

(−1)q+J+kN(N − 1) · · · (N − J + 1)
k!(t2 − k!)(r1 − k)!(t3 − r1 + k)!(s3 − k)!(t1 − s3 + k)!

ここで、kについての和は、全てのループに対して ci ≥ 0を満たす範囲で取
る。また、４つの箱を通る線の本数を、

b1 = t1 + t2, b2 = t2 + t3, b3 = t3 + t1, b4 = J (90)

と置いた。分子の
∏3

i=1 ri!si!ti!は、ループを構成する辺の本数に対する多重
度であり、分母の

∏4
j = bj !は、各箱サイズに対する重複度である。
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では、N → −2とすると、(−2)(−2− 1) · · · (−2− J + 1) = (−1)J(J + 1)!
であり、J = t1 + t2 + t3 は kとは独立なので、和の外に出すことができて、

G = (−1)q(J+1)
3∏

i=1

ri!si!ti!
bi!

∑
k

(−1)k

k!(t2 − k!)(r1 − k)!(t3 − r1 + k)!(s3 − k)!(t1 − s3 + k)!
(91)

ここで、b4! = J !が約分されて消えていることに注意する。
これでネットワークの値が求まったので、この値を∆J = (−1)J(J + 1)で
割ったものが、求めたかったベクトル結合係数 κになる。従って、

κ = (−1)q−J
3∏

i=1

ri!si!ti!
bi!

∑
k

(−1)k

k!(t2 − k!)(r1 − k)!(t3 − r1 + k)!(s3 − k)!(t1 − s3 + k)!
(92)

この結果を、r, s, tを j, mに書き直せば、Lacahの公式と一致するので、正
しい式が求められたことが分かる。ゆえに、ベクトル結合係数をスピンネッ

トワークに対して彩色法を用いて計算することができた。

4 まとめ

本論ではまず、スピンネットワークの基礎となるバイノール表現と呼ばれ

るものを定義し、トポロジー的な図式変形による計算方法を導入した。ここ

で、特徴的な関係式であるバイノール恒等式が得られ、また、ｎ本線のループ

の値を求めることで、形式的には負の次元のテンソルを表すことが分かった。

次に、バイノール計算と組みひも理論における Temperley-Lieb代数との関
連を調べ、バイノール表示における反対称化の箱が、Jones-Wenzl projector
f の特殊な場合に一致することが示され、それらが密接に関係していること

が分かった。その関係性を新たな手掛かりとして、さらに、彩色法と呼ばれ

る強力な計算手法を導入して、バイノール計算において役に立つ、θネット

の値やいくつかの公式を求め、スピンネットワークの基礎付けを行った。

こうして準備が整ったところで、スピンネットワークによる、量子力学に

おける角運動量の理論を構築した。すると、一般の状態 |j,m⟩をスピン 1/2
のアップ状態とダウン状態の組み合わせによって表すために、スピンネット

ワークにおける３価の頂点を用いることができることが分かった。そして、

角運動量演算子 Ĵ3や Ĵ±の固有値を図式的に算出した。ここで、角運動量合

成が頂点の成立条件と整合していることを確かめた。また、同様に Ĵ2 の作

用についても求めたが、Pauli行列の性質を用いると、より簡単に計算でき
た。最後に、角運動量の合成則に現れるベクトル結合係数である 3j 記号を

ネットワークとして表現し、その値を彩色法を用いて計算した。従って、ス

ピンネットワークが角運動量の図式表現を与え、さらに、状態への作用を図

式的な変形により求めたり、合成則における結合係数を計算する手法を提供

することが分かった。
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今回はバイノール計算の基礎付けに重点を置き、表す物理的な対象として

は、専ら角運動量の表現に限った。しかし、もともとスピンネットワークは、

スピンの図式的表現であるだけに止まらず、Penroseはその考えを推し進め、
新しい時空の描像として使えないかを探っていた。そして、ネットワークが

十分に大きければ、スピンネットワークから３次元の角度についての幾何学

を構成できることを示した。そこで彼は、時空自体は本質的ではなく、スピ

ンのみが基本的な要素であり、それらの相互作用によって自然とそこから時

空が生み出されるのではないかと考えた。しかし、そうして作ることができ

たのは平坦な幾何のみであり、曲がった時空を作り出す試みは失敗した。

その後、数学の分野で結び目理論が発展すると、バイノール恒等式が結び

目理論における Skein関係式の特殊な場合であり、線の交差に対して上で交
差するのと下で交差するのを区別しない特別な場合がバイノール表現になる

ことが分かった。そうして、結び目理論や組みひも理論、グラフ理論、群論

などの数学の分野との深い関連性が見つかった。

一方、物理の分野では、量子力学と相対論を整合的に扱える理論の構築が

望まれ続けており、その有力候補と目されるものに超弦理論がある。しかし、

別の試みの一つとしてのループ量子重力理論において、スピンネットワーク

を用いた表現が可能であることが分かり、ここに、Penroseのスピンネット
ワークが再発見された。そして、この理論によれば、時空には最小単位が存

在し、面積や体積（時間も？）が離散的になることが予言される。また、ルー

プ量子重力理論の有望な点は、理論に予め“入れ物”としての時空を用意す

る必要がなく、背景時空独立性があることであり、これは超弦理論にはない

特徴である。しかし、この理論はまだ発展途上にあり、解決しなければなら

ない問題も多い。

ところで、今回紹介した、角運動量演算子の状態への作用が、図式的には

演算子が“手”を伸ばして線を“つかみ取る”ことによって表せるという事

実は、角運動量演算子に類似の、ループ量子重力理論におけるArea演算子の
作用の計算手法として研究され、見つかったものである。従って、少なくと

も確実なのは、ループ量子重力理論の研究によって得られた知見により、こ

のように、従来の量子力学における角運動量の理論に対する新しい表現法を

獲得できたという進歩である。よって、今後も超弦理論やループ量子重力理

論の研究が進み、時空の本質的な理解が一層深まることが期待される。
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